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Über "quasi-vollkommene Zahlen" 
Von Hans-Joachim Kanold, Braunschweig 
(Eingegangen am 28.3.1988) 
Eine natürliche Zahl n heißt "quasi-vollkommen", wenn 
17 
(1) o(n) = I t = 2n + 1 
tin 
erfüllt ist. Über solche Zahlen sind von Masao Kishore [3] und P. Hagis - G. L. 
Cohen [1] einige Ergebnisse, im besonderen Größenabschätzungen, bekannt. 
Wir bezeichnen, wie üblich, mit wen) die Anzahl der verschiedenen Primteiler 
von n. 
Satz. Es gibt höchstens endlich viele quasi-vollkommene Zahlen n mit w(n) < S, 
wobei S eine beliebig große, [este Schranke ist. 
Beweis: Wir beweisen den Satz indirekt mit der Methode aus einer früheren 
Arbeit [2]. Sei 
(2) wen) =k 
eine feste, gegebene natürliche Zahl; sei 
(3) {ni} eine unendliche Menge natürlicher Zahlen (nI <n2< ... )' welche 
(4) 
(5) 
k 
ni = n pb!\ Pix EIP ; Uix EIN 
x=1 
genügen. Nach (1) erhalten wir 
k k 
n (1+ _1_. + ... + ~'iX) = 2 + Il p;~ix oder x= I P,X P,X 1 
k k n (1+ Pix + ... + pf~X) = 2 n p:~x + 1. 
x= 1 1 
Wir müssen zeigen, daß hieraus ein Widerspruch folgt. Wir schreiben zur Ah-
kürzung 
1 1 
1+ - + ... + -a;; = fix. 
Pix P,>< 
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Dann folgt nach (4) 
k k 
(6) n fix = 2 + n pi~ix. 
1 1 
Nun wählen wir aus {ni} unendliche Teilmengen so aus, daß 
(7) lim fix = hx für x = 1, ... , k 
i-,loOO 
erfüllt ist. Nach (6) ist 
(8) h1h2 ••• hk = 2. 
(9) 
Die Häufungswerte hx sind von dreierlei Art: 
I. 
hx= 1, d.h. Pix~oo für i~oo; diese Pix seien zusammengefaßt in der Menge {p'}; 
die Anzahl der Elemente bei festem i sei a. Diese Anzahl ist unabhängig von i. 
n. 
1 1 hx = 1 + - + ... + -n-' 
Px Pxx 
d. h. Pix,ai" sind von i unabhängig; diese p" seien zusammengefaßt in der Menge 
{p"} , ihre Anzahl sei b. 
n p~x = no 
p" 
ist eine feste, von i unabhängige Zahl. 
III. 
h"=~l' Px-
d,h. Pix = p" ist unabhängig von i; aix~OO für i~oo. Diese p" bilden {p"'}, die 
Anzahl der Elemente sei c. 
Wir sehen leicht, daß 
(10) a+b+c=k; b::;k-l 
( ll) 
sein muß. Damit folgt aus (8) (Leere Produkte sind= 1) 
_o_~n_oo_) . n -P-~--"-1 = 2 oder o(no) . rl p" = 2no' rl 
p'" x=a+b+l a+b+l 
k k k n p,,) = 1; nolo(no); n p,,12 n 
a+b+l a+b+l a+b+l 
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Nach Hagis-Cohen [1] gilt 
(12) k ~ 7; 
19 
ferner ist bekannt und leicht mit Hilfe des Reziprozitätsgesetzes für quadratische 
Reste einzusehen 
k 
(13) ni= fl pr!i";ßi"ElN;2<Pi"fürx.=I, ... ,k. 
1 
Nun folgt aus c>O nach (11) 
k 
(14) 2 fl (p"-I)=p,,. 
a+b+l 
Das ist aber nur möglich für c= 1, Pa+b+! =2. 
Für b > 0 haben wir no> 1 und o( no) = vno ~ 2no. 
Somit ergeben b>O, c>O nach (11) 
a 
(15) 2vno = 2no, v = 1, ni = fl pr!i" . no' 2. 
1 
a 
o( ni) = fl (1 1) 3 1 1+-+ ... +::Jll'j; '2'-=-~3>2+-; 
ni Pi" P,,, 2 n, 1 
a a 
o b-Of'h-2 fl 2ßi". o(ni) -1. fl (1 _1_ ] ) c> , - u rt zu n, - Pi'" n - 2 +. + ... + ~
1 I 1 p", P,,, 
a 
=2+2 fl Pi~ßi". 
1 
Auch dies stellt einen Widerspruch dar, weil nach (9) I die Pi" größer als jede feste 
Schranke angenommen werden können. Es bleibt also 
a 
(16) c=0;a+b=k~7;ni= fl pf!i"·no, 
1 
wobei a ~ 1 sein muß. Für b > 0 gilt wieder o(no) = vno ~ 2no und 
a a 
o(ni) =v. fl (1+ _1_ + ... +::k-) >2 fl (1+ _1_. ) ~2 +_1_. >2 +J.... 
ni 1 Pi" P", 1 p", P,I n, 
Endlich bleibt noch b + c = 0; a = k übrig. Dann ergibt aber 
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k k 
o(nj) = n (1+ _1_. + ... +~) = 2 + n p;~ßjX 
nl 1 PIX PIX 1 
wie oben einen Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen. 
Literatur 
[I) P. Hagis - G. L. Cohen, Some results concerning quasiperfeet numbers. J. Austral. Math. 
Soc., Sero A 33 (1982), No. 2, 275-286 (MR 84 f: 10008). 
[2) H.-i. Kanold, Über einen Satz von L.E. Dickson. II. Math. Annalen 132, 246-255 (1956) 
(MR 18: S.718). 
[3] Masao Kishore, Quasiperfect numbers are divisible by at least six distinct prime factors, 
Notices Amer. Math. Soc. 22 (1975). 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00052942
